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RESUMO: O trabalho propde uma analise comparativa entre o grafico de estabilidade quantitativo e a
regressao linear multipla para estimativa de diluigdo em lavras estreitas utilizando o método sublevel stoping.
O estudo se baseia na relacdo entre a qualidade do maci¢o rochoso e a geometria da abertura, conforme descrito
por Mathews (1981). A calibracdo dos intervalos de overbreak no gréfico de estabilidade foi realizada por
meio de regressdo logistica, considerando o Equivalent Radius Factor (ERF) e o NUmero de Estabilidade
Modificado (N’) como variaveis independentes. Os resultados indicam que a escolha do método estatistico
deve ser adequada ao comportamento dos dados, visando obter resultados e interpretacGes precisas e confiaveis
no contexto geotécnico. Conclui-se que tanto o grafico de estabilidade quantitativo quanto a regressao linear
multipla podem ser utilizados em conjunto para estimar a estabilidade dos vaos livres, proporcionando uma
abordagem abrangente e confiavel.

PALAVRAS-CHAVE: Estimativa de diluicdo, regressdo linear multipla, regressao logistica, geomecanica.

ABSTRACT: The paper proposes a comparative analysis between the quantitative stability chart and multiple
linear regression for estimating dilution in narrow mines using the sublevel stoping method. The study is based
on the relationship between the quality of the rock mass and the geometry of the opening, as described by
Mathews (1981). The calibration of overbreak intervals on the stability graph was carried out using logistic
regression, considering the Equivalent Radius Factor (ERF) and the Modified Stability Number (N”) as
independent variables. The results indicate that the choice of statistical method should be appropriate to the
behavior of the data, aiming to obtain precise and reliable results and interpretations in the geotechnical
context. It is concluded that both the quantitative stability chart and multiple linear regression can be used
together to estimate the stability of voids, providing a comprehensive and reliable approach.
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1 INTRODUCAO

Dentre os diversos desafios observados em operac@es subterraneas, a estabilidade das escavacfes € um
fator de grande importéncia, tanto na seguranga quanto no controle da dilui¢do operacional, 0 que motivou o
aprofundamento neste estudo. Ao longo dos anos, muitas foram as abordagens desenvolvidas e aprimoradas
com o intuito de avaliar a estabilidade dos v&os livres.

Pakalnis (1986) abordou a estimativa de dilui¢do a partir de um estudo de estabilidade de realces. Neste
estudo, o objetivo principal consistiu na determinagéo de diretrizes de estabilidade para a Mina Ruttan. Os
resultados mostraram as trés principais variaveis de projeto que impactaram na diluicdo operacional, sendo
elas: qualidade do macicgo rochoso, taxa de extracdo e area de superficie exposta no hangingwall. Por meio de
analises multivariadas, foram elaboradas equacGes empiricas para estimar a porcentagem de diluicdo em
diferentes grupos de stopes.

Semelhante a abordagem da diluicdo, Mathews et. al (1981) propuseram o gréfico de estabilidade
convencional, que é uma ferramenta qualitativa de design, utilizada para determinar o potencial de estabilidade
dos stopes. Para tal, com base em uma relacdo intuitiva entre a qualidade do macico rochoso e a geometria da
abertura, o grafico de estabilidade foi proposto, levando em consideracéo o Raio Hidraulico (RH) e o Nimero
de Estabilidade Modificado (N’). No estudo em questdo, foram considerados 50 casos historicos, que
permitiram a definigdo de zonas de estabilidade, denominadas: Stable Zone, Unstable Zone e Cave Zone.

Mawdesley (2001), utilizou 0 método da regresséo logistica para delinear e otimizar o posicionamento
das zonas de estabilidade, a partir de um denso banco de dados que compunham o gréafico de estabilidade
estendido, contendo mais de 400 casos histdricos. Historicamente, as zonas do grafico tradicional foram
definidas visualmente, o que incorpora subjetividade ao método. Sendo assim, a aplicacdo de um modelo
probabilistico é de grande importancia, afinal maximiza o valor da metodologia enquanto ferramenta de design,
trazendo flexibilidade & otimizacéo das curvas de estabilidade e avaliacdo da acuracia do modelo. Além disso,
conhecendo a probabilidade de estabilidade de um design de escavacao, o engenheiro é capaz de considerar o
risco e o custo aceitavel associado a sobrequebras criticas.

2 CONTEXTO

2.1 Regressao Logistica

A regressdo logistica é uma ferramenta de analise de dados voltada a interpretacdo de variaveis de
natureza dicotbmica. Os modelos de regressao logistica estimam a probabilidade de ocorréncia de um evento,
em funcdo das varidveis independentes associadas e das respostas observadas. Neste caso, as varidveis
explicativas (independentes) podem ser categoricas ou ndo e a variavel resposta (dependente) € binaria.

A probabilidade de ocorréncia de um evento pode ser obtida de forma direta. Logo, considerando que a
variavel dependente Y pode assumir somente dois valores possiveis (1 ou 0) e que o seu resultado pode
depender de n variaveis independentes X, X, ... , Xn, 0 modelo de regressdo logistica é descrito da seguinte
forma:

1
P(Y:1)=m (1)

gx) = a+ B1xg + Paxy + -+ Bpxp 2

O termo P(Y = 1) representa a probabilidade de que o evento ocorra. O termo g(x) é denominado logit,
sendo este uma fungédo das constantes a serem calibradas e das variaveis explicativas do modelo.

O logit - o logaritmo natural de uma razdo de chances - é o conceito matematico central implicito a
regressao logistica. Seu resultado representa o logaritmo natural do quociente da probabilidade de ocorréncia
e ndo ocorréncia do evento, representado pela seguinte equacao:

PU=11X=x0) _ o
log P(Y;=0|X=x) a+ ﬁxu i=1,..,n (3)
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Um valor positivo de logit indica que, ao aumentar o valor da variavel independente, maior é a
probabilidade do evento ocorrer, enquanto um valor negativo de logit indica que, 0 aumento da variavel
independente esta associado a uma menor probabilidade do evento ocorrer.

O modelo é calibrado a partir do método da Méaxima Verossimilhanga, que retorna os valores 6timos
das constantes a e B. Os estimadores de mé&xima verossimilhanca de o e B correspondem a solucdo das
seguintes equactes (Morenttin & Singer, 2021):

n {yi __exp(a+Bx;) }: 0 nx, {y exp(@+px;) }: 0 @)

=1 1+exp(@+px;) L 1+exp(@+px;)

2.2 Regressdo Linear Mdltipla

O modelo de regressao linear maltipla é descrito em termos de n variaveis explicativas X, ... , Xn, que
podem ser continuas ou categdricas, e uma variavel resposta continua, como mostrado a seguir:

Vi = Bo+Pixpn + PoXiz + o+ Bpxip+e, i=1..,n (5)

Neste caso, testar hipdteses dos coeficientes do modelo ou construir intervalos de confianga para eles,
exige supor que a distribuicdo de frequéncias dos erros € Normal. Sendo assim, o modelo possui p+2
pardmetros desconhecidos, nomeadamente, Bo, B, ..., Pp € 02, que devem ser estimados com base nos dados
observados.

O modelo de regressdo linear maltipla é calibrado a partir da minimizagdo do somatério dos erros ao
guadrado, como mostra a equacao a seguir:

Q(ﬁo; ---ﬁp) = Yi,ef = Xy - Z?:oﬁjxij]z (6)

Em linhas gerais, a operacao consiste em encontrar os valores 6timos de o, B, ..., Bp, que minimizem
o resultado do somatério dos erros ao quadrado. O erro é a diferenca entre o valor real observado e o valor
estimado para diversas hipoteses de coeficientes, como indicado a seguir:

é=J’i—}A’i; i=1,...,7’l (7)

3 METODOLOGIA

3.1 Coleta de Dados

A coleta de dados para calibracdo do gréfico de estabilidade por regressdo logistica, compreendeu dois
diferentes corpos da mina. No total foram utilizados 30 dados, sendo 14 do Corpo Q e 16 do Corpo C. Optou-
se por substituir o Raio Hidraulico (RH) pelo Equivalent Radius Factor (ERF), por ser mais flexivel em stopes
com geometrias mais complexas e por ser facilmente calculado utilizando-se o software Gem4D.

0,5

ERE =1 XG-11/7o

(8)

Como mencionado, utilizou-se o software Gem4D para o calculo do ERF na face critica de cada vao
formado, como exemplifica a imagem abaixo:
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Dip: 22.5deg Azimuth: 331.7deg
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Figura 1. ERF na face hangingwall em stope de lavra.

Sequencialmente, realizou-se o levantamento do volume de overbreak no hangingwall dos stopes por
meio do software Datamine RM, bem como do Numero de Estabilidade Modificado (N”).

L 3

Figura 2. Overbreak na face hangingwall em stope de lavra.

Os valores de N’ foram obtidos a partir de mapeamentos realizados em campo, e refletem as
particularidades de cada regido de lavra, tais quais atitudes das principais familias de descontinuidades,
contatos litolégicos, entre outros pardmetros. Para mais informagdes acerca do N’ e seus fatores, consultar
Mathews (1981). Segue abaixo um exemplo dos mapeamentos geoldgicos utilizados:

N Y

?

v 2

Figura 3. Mapeamento de galerias

De posse do banco de dados, os stopes foram classificados de acordo seu percentual de overbreak, se
enquadrando nas seguintes classes:

CLASSE A: Overbreak < 7%
CLASSE B: Overbreak 7 - 14%
CLASSE C: Overbreak > 14%
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3.2 Aplicacdo da Regressdo Logistica

A regressdo logistica foi realizada utilizando-se linguagem de programacao Python no ambiente Google
Colab. A definicdo das zonas/limites de estabilidade foram feitas separadamente, primeiro entre a Classe A e
a Classe B, em seguida entre as Classes A e B, e os dados da Classe C. Logo, para cada um dos conjuntos de
dados foi obtida uma funcéo logit, contendo os valores calibrados dos coeficientes de regressao, a, B1 € B2
(Equacéo 9).

z= a+ B1InERF + B2InN' 9)

Experimentos com este tipo de banco de dados mostraram que a transformacéo logaritmica dos termos
N’ e RH (Neste caso ERF) fornece uma resposta melhor, gerando limites de separacéo lineares para as classes
de estabilidade (Mawdesley, 2002). Logo, os dados de entrada da regressao logistica foram dados em termos
do logaritmo natural.

O préximo passo consistiu na delimitacdo da melhor posicdo de cada um dos limites de classes. Para
tal, € necessério levar em consideracéo a frequéncia acumulada das probabilidades previstas pelo modelo logit,
bem como o inverso da frequéncia acumulada das probabilidades da classe adjacente. Sendo assim, a ideia
consiste em obter o valor da probabilidade prevista na interse¢do entre a curva de frequéncia acumulada da
Classe A e a curva do inverso da frequéncia acumulada da Classe B, e assim sucessivamente.

Gréfico 1. Frequéncia acumulada das probabilidades previstas entre a Classe A e B
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O mesmo foi realizado entre os dados das Classes A, B e a Classe C.

Grafico 2. Frequéncia acumulada das probabilidades previstas entre a Classe AB e C
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Existem vantagens em delinear matematicamente os limites entre classes, quando comparado ao método
meramente visual, principalmente por trazer mais objetividade e a possibilidade de quantificacdo da variancia
dos limites estimados. Deste modo, 0s limites entre classes sao expressos matematicamente da seguinte forma
(Mortazavi, 2021).

(z— a— B1InERF)

N =e A2 (10)

Segue o desenvolvimento matematico da igualdade:

1

P (Y = 1) = 1 4+ e—(a+pB1INERF+p,InN")
1 /

=1+ e—(a+BllnERF+ﬂzlnN )

p

1 /

Z 1= e—(a+BllnERF+ﬂzlnN )

p

1
In (F — 1) = —(a + B1InERF + B,InN")
1
In (F — 1) + a + B{InERF = —B,InN’
1
B2InN' = —In (5 - 1) —a — B1InERF

—In (l —1) —a - BInERF

’ P
InN' =
B2
—ln(%—l)—a—ﬁllnERF
N’ =e ﬁZ
(z— a— B1InERF)
N = e B2 (11)

O parametro z, mostrado na Equacao 11, é o valor de logit resultante da probabilidade na intersecdo dos
graficos 1 e 2. Logo, cada limite foi construido seguindo a Equacdo 11 e considerando a probabilidade na
intersecdo entre as respectivas classes. A estimativa do valor logit para a definicdo dos limites ¢ calculada da
seguinte forma:

P
z=n(Z)=-m(3-1) (12)
No qual,
z: Valor do logit previsto

p: Valor da probabilidade prevista pelo modelo logit na intersecéo
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3.3 Aplicacao da Regressdo Linear Multipla

Utilizou-se o software Excel e a ferramenta Analise de Dados para realizacdo da regressdo. Para a analise
de regressdo linear multipla foram considerados os mesmos 30 dados utilizados na regresséo logistica, sendo
a porcentagem de overbreak a variavel dependente e N’ e ERF as variaveis independentes. Considerando-se
os resultados obtidos na tabela abaixo, referentes a calibracdo do modelo de regressdo linear multipla,
observou-se que os resultados do teste de significancia das variaveis (valor-P) podem ndo ser confiaveis, visto
que a relacdo linear ndo é tdo evidente entre os valores de porcentagem de overbreak e ERF, ou seja, o valor
p-value pode ser questionado e a hipdtese nula menos provavel.

Tabela 1. Resultados da regresséo linear multipla
Erro Statt  valor-P 95% 95% Inferior  Superior
padrdo inferiores superiores 95.0%  95.0%

Intersecdo 0.1362  0.0655 2.0807 0.0471 0.0019 0.2705  0.0019 0.2705
N' -0.0036  0.0013 -2.7896 0.0096 -0.0062 -0.0009 -0.0062 -0.0009
ERF 0.0070  0.0114 0.6156 0.5433 -0.0164 0.0305 -0.0164 0.0305

Coeficientes

A regressao linear multipla abre margem & observagdo de diversas outras variaveis geotécnicas, que
podem ser utilizadas a fim de estimar a sobrequebra em faces de stopes. Para mais informagdes acerca deste
método, consultar Costa (2017).

4 RESULTADOS E DISCUSSOES

4.1 Resultados da Regressao Logistica

Limite Superior:

Acuracia do modelo: 0.894 (17 acertos de 19 dados)
Coeficientes da regressdo: [[-0.88249725 1.58715811]]
Coeficiente de interceptacéo: [-3.4661699]

[z—(—3,466)—(—0,882)InERF]

N = e 1,587 (13)

z=In(2555) 14

Limite Inferior:

Acuréacia do modelo: 0.733 (22 acertos de 30 dados)
Coeficientes da regresséo: [[-0.45958349 0.74319632]]
Coeficiente de interceptacdo: [-0.42941662]

[z—(-0,429)—(—0,459)INERF]

N =¢e¢ 0,743 (15)

z=In(22%) (16)

1-0,616

De acordo o valor de acuracia do modelo do limite superior, 89,4% das observacgdes foram classificadas
corretamente nas Classes A e B, enquanto no limite inferior, 73,3% das observagdes foram classificadas
corretamente nas Classes AB e C, ou seja, representam a taxa de acerto no modelo dentro dos limites de
overbreak propostos. E valido salientar que, a acuracia pode n&o ser suficiente para determinar a qualidade do
modelo, principalmente em conjuntos de dados onde uma classe € muito mais frequente do que outra. Logo,
os limites foram tragados a partir da equacgdes 13 e 15, como mostra o grafico a seguir:
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Gréfico 3. Grafico de estabilidade quantitativo calibrado
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4.2 Resultados da Regressao Linear Multipla

A partir dos valores de coeficientes retornados (Tabela 1) obteve-se a seguinte equacdo preditiva de
porcentagem de overbreak:

OB (%) = (0,1362 + 0,007ERF — 0,0036N") - 100 17)

Logo, a porcentagem de overbreak foi estimada para a base de dados usada na calibracéo. Os resultados
mostraram R? = 0.2847

Grafico 4. Dispersdo entre valores de overbreak estimado e real
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5 CONSIDERAGOES FINAIS

De acordo os resultados observados, a escolha do método estatistico deve estar alinhada ao
comportamento dos dados, a fim de retornar resultados e interpretacdes precisas e confiaveis no contexto
geotécnico. Neste caso, a regressao logistica foi considerada mais confiavel, pois classificou com acurécia os
realces dentro dos intervalos de overbreak propostos. No entanto, como mencionado, a acuracia do modelo
pode nao ser suficiente para determinar sua qualidade, principalmente em conjuntos de dados desbalanceados,
ou seja, que contém classes com frequéncias de observacdes maiores do que outras. Neste caso, 0
balanceamento do modelo foi realizado a partir dos graficos 1 e 2, o que melhorou sua taxa de acertos. Na
regressdo logistica existem outras formas de avaliar a qualidade do modelo, além da acurécia, sendo elas o
F1-Score e 0 Recall. A acurécia indica a proporg¢do de previsdes corretas, tanto acima quanto abaixo dos limites
do gréfico de estabilidade, ou seja, previsdes corretas de verdadeiros positivos e verdadeiros negativos. E
considerada uma métrica facil, intuitiva e confiavel em classes balanceadas.

Além disso, a partir da regressdo logistica é possivel delinear no grafico de estabilidade curvas de iso-
probabilidade, que ilustram com facilidade a probabilidade de ocorréncia para cada classe utilizada, em fungéo
dos valores de N’ ¢ ERF. A utilizacdo de curvas de iso-probabilidade é uma boa alternativa para classificacdo
de risco de lavra, possibilitando julgar quais classes de overbreak sdo mais provaveis de acontecer em um
determinado realce.

Por outro lado, a regressdo linear multipla também é capaz de descrever o comportamento de
sobrequebras em realces, 0 que depende das variaveis geotécnicas selecionadas e, principalmente, de um banco
de dados sélido e confidvel. No entanto, 0 método carrega consigo algumas limitag@es, principalmente por
assumir uma relacdo de linearidade entre as varidveis independentes e a variavel dependente. Considerando
uma relacéo ndo linear, o modelo pode resultar em previsdes imprecisas que ndo descrevem a dinamica dos
dados. Outrossim, a regressado linear maltipla é mais sensivel a outliers, o que prejudica a qualidade do modelo.

A utilizacdo de cada um dos métodos depende do tipo de resultado esperado para a variavel dependente.
Para previsdes continuas de porcentagem de overbreak a regressao linear multipla pode ser mais adequada.
Para classificagdo binaria e avaliacdo probabilistica de risco, a regressdo logistica é a escolha apropriada.
Portanto, ambos os métodos podem ser utilizados em consonancia para estimar a estabilidade dos vaos livres
de forma eficaz, o que depende do comportamento dos dados geotécnicos, das varidveis explicativas
selecionadas e da qualidade do banco de dados.
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